
Homeomorfismo
y separación en

espacios topológicos

H
o

m
eo

m
o

rf
is

m
o

 y
 s

ep
ar

ac
ió

n
 e

n
 e

sp
ac

io
s 

to
p

o
ló

g
ic

o
s

La presente obra se concentra en el estudio intuitivo y formal de 
homeomorfismos y espacios homeomorfos; en su significa-
do y relación con la geometría. Se establecen distintas maneras 
de caracterizar los homeomorfismos; y finaliza con los axiomas 
de separación en espacios tipológicos.

Para comprender el contenido solo requiere que el lector conoz-
ca los conceptos esenciales de los espacios topológicos: abier-
tos, cerrados, interior y clausura de un conjunto; y también la 
continuidad de funciones entre espacios tipológicos. 

La obra está orientada para los licenciados en física y matemáti-
cas, y matemáticos que requieren conocimientos de topología 
general. Por ello, se brindan suficientes ejemplos y se dan las 
explicaciones del caso para que los distintos temas acá tratados 
queden en poder de ellos. 

Deseamos que esta publicación sea del agrado del lector y logre 
dar respuesta a inquietudes sobre la esplendorosa rama de la 
topología.
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Prólogo

Cuando hablamos de topoloǵıa conjuntista nos referimos a esa rama de las

matemáticas que estudia las propiedades que se conservan (invariantes)

cuando los objetos cambian continuamente; trata de responder una

pregunta sumamente valioso en el conocimiento dialéctico de nuestro

universo: ¿Qué es lo que se conserva cuándo los cuerpos cambian

continuamente?.

Tales invariantes permiten la clasificación e igualdad de los objetos .

El estudio de esos invariantes se realiza por funciones denominadas

Homeomorfismos. La topoloǵıa se concentra en espacios homeomorfos y

sus propiedades, esto es, en espacios que tienen la misma forma topológica

y en cualidades que no se alteran por cambios continuos: ”Para un topólogo

es lo mismo una circunferencia que una elipse.; dos intervalos semiabiertos

son idénticos; dos intervalos cerrados y acotados siempre son los mismos”

En aras de darle consistencia a los invariantes topológicos, de modo que

no se quedaran en la pura abstracción, en la primera mitad del siglo XX

matemáticos como Kolmogorov, Frechet, Hausdorff, Uryson y Tychonoff

v
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entre otros, se dedicaron a estudiar el espacio y clasificar propiedades que

permit́ıan su caracterización; dignas de mencionar son las de separación

entre y usando los elementos topológicos constitutivos ( puntos, conjuntos,

abiertos, cerrados, funciones, etc.).

La presente obra se concentra en el estudio intuitivo y formal de

homeomorfismos y espacios homeomorfos; en su significado y relación

con la geometŕıa. Se establecen distintas maneras de caracterizar los

homeomorfismos; y finaliza con los axiomas de separación en espacios

topológicos.

Para comprender el contenido de esta solo se requiere que el lector

conozca los conceptos esenciales de espacios topologicos: abiertos, cerrados,

interior y clausura de un conjunto; y también la continuidad de funciones

entre espacios topológicos. La obra está orientada para los licenciados en

matemáticas y matemáticos que cursan Topoloǵıa general. Por ello estos

elementos introductorios se suponen conocidos por dichos estudiantes. El

taller al final de los caṕıtulos indicará si se ha logrado o no el objetivo de

adquirir un buen conocimiento de los distintos tópicos tratados en el libro.

Deseamos que esta publicación sea del agrado del lector y logre dar

respuestas sobre las inquietudes acerca de la explendorosa rama de la

topoloǵıa y los homeomorfismos.

Los autores.
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Caṕıtulo 1

Homeomorfismo o geometŕıa del

caucho

1.1. Noción intuitiva

Cuando un cuerpo A mediante un proceso continuo t reversible se

transforma en un cuerpo B (ver figura 1.1), aparentemente todo cambia

y nada se conserva. Tal transformación es tan delicada de analizar que

normalmente no se encuentra similitud alguna entre los cuerpos A y B; sin

embargo, a partir del enfoque topológico y con la ayuda de figuras como

las acá ilustradas, se podrá verificar que śı existen propiedades de A que

prevalecen en B. O lo mismo, existen propiedades que se conservan bajo

tal transformación.

Anteriormente se han observado algunas propiedades de tipo conservativo

(propiedades de los cuerpos que se conservan bajo transformaciones

1



2 1.1. NOCIÓN INTUITIVA

continuas-reversibles). Se analizarán dichas propiedades y otras más del

mismo tipo. Ahora como simple ilustración, algunas propiedades de tipo

conservativo que se pueden deducir de la figura 1.1:

A
B

A

Figura 1.1.

i. Si A tiene borde y se pinta de color rojo, se puede aceptar que B

también resultará con borde de color rojo. Es de aclarar que en este

caso el borde de A es la superficie cerrada que lo envuelve. Por tanto,

la propiedad de ser cerrado se conserva.

ii. Un punto interior de A se transforma en un punto interior de B (y

viceversa); lo cual indica que si A fuese abierto, entonces B también

lo seŕıa (el Int de A se convierte en el Int de B), y viceversa. En

consecuencia, la propiedad de ser abierto se conserva.

iii. Magnitudes finitas de A se transforman en magnitudes finitas de B:

concretamente, curvas de longitud finita en A se convierten en curvas

de longitud finita en B; regiones de área finita en A se transforman en

regiones de área finita en B; y más aún, si A se puede meter en una

cajita de volumen finito (ver figura 1.2). Esto último y lo visto en (I)

2
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